Derniére mise a jour Actions dynamiques des liaisons et Denis DEFAUCHY

27/01/2021 équations différentielles du mouvement TD1 - Correction

Exercice 1: Matrice d’'inertie d'un parallélépipede rectangle

A
v

0 Xs
Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le
repere (0,X%,,y5,Z;)

< . - . b
G est alintersection des 3 plans de symétrie du solide : G (%52)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

V=abc ; m=pabc ; dV =dxdydz ; OrigineenG

A -F -E A 0 0
1GS)=|-F B -p| =-=|0 B 0
—E -D C lgg, 0 0 Clgg,

La matrice en G est diagonale car on a au moins deux plans de symétrie parmi (G, X, ¥5), (G, X5, Z5) et
(G,y,,7;) (attention, le G est important, le point d’expression de la matrice sous forme simplifiée doit
appartenir aux éléments de symétrie). Cela veutdireaussiD = E =F =0

A= f(y2 +z%)dm = fyzpdV + fzzpdV
s s s

Attention : les bornes de I'intégrale doivent étre centrées sur le point G.
a b ¢ a b <
A=p " |* [* yrdxdyd “ 1t 7 z2dxdyd
=P a b cy xayaz+p a b cZ xayadz
x:—i y:—i ZZ_E xX=— y:—i ZZ—E
a b a b

2

A=p|? ax|® y2d : d > ax[? a : 24
_p_ax_byy_cz+p_ax_by_czz
X==g =73 =3 X==g  y=Tz  EE3
b c 3 3 3 3

ac = ab < acb ab c ab®c abc m
A=p— 312 _— 312 — p -_—— ) —_— RSN — b2 2
p3[y]_%+p3[z]_% s e TR T R 71 G

Par analogie :

m m
B=f(x2+zz)dm=—(a2+c2) ; C=j(x2+y2)dm=—(a2+b2)
E 12 E 12

m 2, .2
12(b +c9) 0 0
m
I(G,S) = 0 E(CLZ + CZ) 0
m 2.2
0 0 1Z(a +b)G,235
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Question 3: Déterminer la matrice d’inertie I1(0,S) de S en O en utilisant le théoréme

de Huygens généralisé

a-+3Bs
2
oc =2
2
c
2
(b? + c? ab ac
4 4 4
2, 2
100,5) = 1(G,S) +m| % @ *+c b
4 4 4
ac bc  a?+ b?
4 4 4y
m
E(b2+cz) 0 0
m
m . 2
0 1Z(a +c?) 0
m
0 0 —(a? + b?
| 2@ )-G,%S
[ b%+c? m b
m— 7@ 7 ac
4 m b a® + c? mb
a m— 7 be
m mb a® + b?
7% e m— N
m m 4m m
—_—,—_—= = —
12 4 2 3
m
m o, 2 _m _
3(b +c“) 4ab i
m m
_| _m 2, .2 _m
= 4ab 3(a + c?) 4bc
LY e m(az+b2)
4 4 3 0,8
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Question 4: Déterminer la matrice d’inertie I(0,S) de S en O par la méthode intégrale

On change I'origine du repére d’intégration, en ce point il est nécessaire de calculer tous les termes de
la matrice (pas de symétrie passant par O) :

A —-F -E
1(0,8)=|-F B -D
—E -D C lpg,

A= f(yz +z%)dm = fyzpdV + fzzpdV
s s s

a b c a b c

p ] j ] y?dxdydz + p j j j z%dxdydz
x=07y=07z=0 x=0Yy=07z=0
a

b c a b c
A=p dxf yzdyf dz+pf dxf dyf z%dz
x=0 Jy=o z=0 x=0 Jy=0 Jz=0

ab3c abc?

A

m
A= =— (b2 2
p—tr—5—=3 (b% + ¢?)
Par analogie :
m m
B=§(a2+c2) ; C=§(a2+b2)
a b c a b c
D= j yzdm = p f f f yzdxdydz = p f dx f ydy f zdz
S x=07y=07z=0 x=0 y=0 z=0
D= b?c? m,
TPA T
Par analogie : E = %ac ;0 F= %ab
Soit finalement :
Moz 4 .2 _m _m
3 (b% + c9) 2 ab i
| _m M2y 2 _m
1(0,5) = 4ab 3(a +c*) 4bc
_m _m Mmoo oay 2
i 4bc 3(a +b)0'%s
Question 5: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de lI’inertie J
recherchée
0N® 4 —-F —E1 /% /0\% /—E\%
J=2Z1M,S)z = (0) .|-F B —D (0) = (0) .(—D) =C
1 —E —-D C g, \1 1 C

_m. 2 _m 5 2
]—12(a+b) ]—3(a+b)
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Question 6: Déterminer le moment d’inertie autour de cet axe

Bs

a
Exprimons le vecteur O4 dans B, : 04 = (b)
c

Soit le vecteur unitaire associé : 04 = Lii avec L = VaZ + b2 + c2
Bs

1 a
a=—<b>
va? +b?+c?\,

Penser au fait que G est sur la droite OA :
I=4.1(G,Su=u.I(4,5u
0

m
— (b% +c?) 0
a~ Bs 12 a- Bs
1 m 1

|]=——|b . 0 —(a%? +¢?) 0 —— | b

Vva? + b? + %\, 12 m Va? +b? + 2\,

m. . 22
0 0 12(a +b)01%5

m B
. E(b2 +c®a

1 a m
—— = (b} [z 2
! a2+b2+c2(c> 12(a +cob
\ﬁ(a2+b2)c
12

m m m

M2y 2v,2 0 M2 2yp2 o a2 4 B2y 2
(12(b +c%)a +12(a +c%)b +12(a +b)c)
[ = 1 m
T a?+b2+4c212

1
. —
a? + b? + ¢?
(2a?b? + 2a%c? + 2b%c?)

[ = ma®b? + a®c? + b?c?
6 a’+b2+c?
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27/01/2021 équations différentielles du mouvement TD1 - Correction

Sinon avec la matriceen A ® :
1 =u.1(0,5)u

m m m
—(b*+c?) ——ab ——ac
aBs |3 4 4 a Bs
1 m m_ ) m 1
|=—————|b) .| ——ab —(a®+c?) ——bc —— (b
Vaz + b% +c2 \, 4 3 4 Vaz + b2 +c2\,
PP L m(a2+b2)
4 4 3 0,8
m m m Bs
—(b? + ¢®)a — —abb — —acc
w5 [ 3 4 4
f=— 1 b P aba+ 2@+ cHp-Tp
T+ bl S B T
¢ m m m.o,o
—Zaca—zbcb+§(a + b%)c

1—;(E b? +c?a " abb—acc)a+ (=" aba + % (a +c2)b = bec) b
= i pri e 3( c9)a 4a 4acc a 4aa 3(a c“) 2 cc

_M o M a2 4p2
+( 7 aca 4bcb+3(a +b)c)c

1 m m m m m m
_ 2 2y,2 "t 232 Y 2 2 o2 M 0 2\12 _ 2 2
I_a2+b2+c2(3(b +c%)a 4ab 4ac)+( 4ab +3(a +c%)b 4bc)
m m m
+(—Zazcz—Zb2c2+§(a2+b2)c2)
1 m

m
= 2p2 2,2 2.2 2p2 2.2 2.2
I_a2+b2+02§(2ab + 2a“c* +2b c)—Z(Zab + 2a%c® + 2b“c”)

1 2 1
_ 202 4 2.2 4 p2.2
1_a2+b2+cz(§_§)(ab + a“c® + b“c*)m
1 4 3
_ 202 4 2.2 4 B2 .2
I—az_l_bz_l_cz(g—g)(ab + a“c® + b%c*)m

ma®b? + a®c? + b?c?
6 a?+b%+c?

Il'y aurait une solution lourde consistant a changer la matrice de base pour que U soit I'un des 3
vecteurs de sa base... On prendrait alors le terme diagonal associé a ce vecteur.
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27/01/2021 équations différentielles du mouvement TD1 - Correction
Exercice 2: Matrice d’inertie d’un cylindre m
H S Z_, 1
v

Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le
repére (0,x,,y,,2Z,)

b . . . .- . . H
G est al’'intersection des plans de symétrie verticaux et du plan médian horizontal du solide : G (0,0, E)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

V=nR?H ; m=pnR?H ; dV =rdrdfdz

Origineen G
x=rcosf ; y=rsinf
A —-F —-E
1(G,S)=|-F B -D
—E —-D C lgs,
On a une symétrie de révolution autour de I'axe (G,Z;) :
D=E=F=0
C
A=B==+ fzzdm
2 Js
R 21T Ll
2
C=f(x2+y2)dm:fr2dm:pfr2dV=pf r3drf de dz
S S S r=0 6=0 z=—g
R4- 2 RZ
C= pTZHH = anR27 =m—
H H
]- zd ]-R 4 J-Zn'dg > zd ) 2 [23]2 R2 2H3 RZHHZ 2
zédm =p rdr z°dz = p2n— | — =pn———=p7 —=m-—=
s r=0 6=0 z=—% 213 3 8 12 12
2 H2
A=B=— 2dm = S
+LZ m m<4 + 12>
R?> H?
R? H?
1(G,$) = 0 —+— 0
m( 7"t 12>
RZ
0 0 m—
2 16,3,
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Question 3: Donner la forme de la matrice I(4,5)

Plan de symétrie (4,y,Z), donc :

A 0 0
148 =|0 B -D
0 -D C losg,

Question 4: Déterminer la matrice d’inertie I(4,S) de S en A en utilisant le théoréme

de Huygens généralisé

2
2 4
O 23s R + 4 0 0
N _ 2
=Rl 1w =169+m| o HT _¥
2 RH
2 Ao
R? H? 2
T-l'ﬁ 0 0 R2_|__ 0 0
R? H? H? RH
1(4,5) = I +m -4 &
4,5) 0 m<4 + 12) 0 0 Z >
RZ 0 RH R2
0 0 — -
m Z-G,%S 2 Bs
2 HZ 2
—+—+R*+— 0 0
m<4 ISV 4>
1(4,8) = 0 R? + i + H? i
)= ™ T2 m=
RH R2
0 —mT m 7+R2
“0,8;
5R2+H2 0 0 _
™\ 3
R? H? RH
1(4,5) = ooy 8t
0 m(4 + 3> m >
0 RH 3 ,
m > m2 by,
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Question 5: Que pensez-vous de la méthode de calcul intégral pour déterminer I(4,S)

Le calcul de I(4, S) par méthode intégrale va nécessiter de placer le centre du repére en A4, ce quirend
les bornes complexes...

> f® g
Jdm=pj j rdr dé dz ; f(O) =17
S 9=—% r=0 z=—g
2R f(x) 5
J.dm=pf f ydyd@f dz ; f(x)=+R?>—-(R—x)?
S x=07y=0—f(x) zz—g

Question 6: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de lI’inertie J
recherchée

R? _ 3.
J=m— J=m3

Question 7: Donner finalement la matrice d’inertie I(G,S) d’un cylindre S de CDG G de
révolution d’axe (G, x)

Il suffit d’adapter la diagonale :

RZ
R? H?
16,9 =| 0 m<z+§> 0
R?> H?
0 0 m<T+E>_

6.8,
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Exercice 3: Matrice d’'inertie d'une sphere

Question 1: Déterminer les coordonnées du centre de gravité G du solide S dans le
repére (0,X,,Y5,Z)

G est al'intersection d’une infinité de plans de symétrie passant par O : G = 0(0,0,0)

Question 2: Déterminer la matrice d’inertie I(G,S) de Sen G

4 4 ,
V==nR?® ; m=p§HR3 i dV =r?siny drdfdy

3
Origineen G
x =rsinycosf ; y=rsinysind ; z=rcosy
A —-F —-E
1(G,S) = [—F B D
—E —-D C lgg,
On a une symétrie sphérique autour du point G :
D=E=F=0
2 2 2
A=B=C=—IG=—f(x2+y2+zz)dm=—fr2dm
3 3Js 3Js
R 21 T
Ip = frzdm = pf r4drf dae dy = pfr"sintlzdrd@dtlz
S r=0 6=0 P=0 S
R T 21
I; =pf r4drf simpdzpf dé
0 0 0
RS 4 3 4 3
[ = _ = T[Z = — R5=— —_ R3R2=— R2
¢ =pl-cosyplgzn =pcm TP zm
A=B=C 21 23 R2—2 R?
“P Tt EgleTgym =M
2 R? 0 0
5m
2
1(G,S)=| o0 ngZ 0
2
0 0 —mR?
5 16,8,
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27/01/2021 équations différentielles du mouvement TD1 - Correction

Mauvaise méthode :

A=B=C= f(x2 +y2)dm = frz siny dm = pfr2 sin? Y r?siny drdfde
s s s
2T s

R R5 T
= pjr4 sin3y drdfdy = pj r“drj do sin3y dy = p2n—j sin3 1 dy
s r=0 o=0 Jy=o0 5 Jo

Jnsin31,b dy = jnsinlpsinzlpdlp = Jnsimp (1 — cos?y)dy
0 0 0
u=cosy ; du =—sinydy

m -1 -1 w3 1 1 2 4
jsin3lpdlp=—J (1—u2)du=j @-Ddu=flu-—=| =1-z+1--=2--==
o L L 3], 3 3 3 3
A=B=C= 4 R32R2—2 R?
A K

Question 3: Déterminer la matrice d’inertie I(4,5) de S en A en utilisant le théoréme
de Huygens généralisé
Bs

. 0 RZ 0 O
GA =|-R ;0 10,)=1(G,S+m|0o 0 0
0 0 0 Rg,
2
ngZ 0 0
2 R* 0 0
14,9 =| o ngZ 0 +m|0 0 0
2 0 0 R2 %S
0 0 —mR?
5 16,8,
7 R? 0 0
5m
2
I(A,8)=] 0 ngZ 0
7
0 0 —mR?
5 10,8,

Question 4: Que pensez-vous de la méthode de calcul intégral pour déterminer I(4,5)

Le calcul de I(4, S) par méthode intégrale va nécessiter de placer le centre du repére en A4, ce quirend
les bornes complexes...

Question 5: Pour chacune des situations proposées, donner I’expression de lI’inertie J
recherchée

J = zmR? J = zmR?
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Exercice 4: Questions de concours

Question 1: X-ENS PSI 2018 — Questions 23-24

Question 23 :
On a un seul plan de symétrie, celui de la coupe de la figure, soit (0, X, Z), donc :

A 0 -FE
0 B O
0,8

-E 0 C

1(4,5) =

Question 24 :

Si on néglige 'excentricité R,,;,, on a un nouveau plan de symétrie (0, y, 2), la matrice est diagonale.

Question 2: E3A PSI 2017- Question 14

Dans l'ordre :

- Plans de symétrie (4, %,¥) et (4,, Z) donc matrice diagonale. Les termes hors diagonaux
sont donc nuls
- Symétrie de révolution autour de (4,Z) donc« A = B »

- Dans toute base contenant Z, mais la question est mal posée, car il faut que la matrice soit

exprimée en un point de I'axe de révolution

Attention : ne pas utiliser le mot « rotation », mais bien « révolution ».
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